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m Model matematyczny cienkiej ptyty izotropowe;j
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m Porownanie wynikow z rozwigzaniem Timoszenki

Podsumowanie



Analityczno-numeryczna metoda rozwigzywania ptyt cienkich

LWprowadzenie do tematu pracy

Ptyty cienkie

Ptyty cienkie:
m h/a<1/10, gdzie h — grubosc ptyty, a - mniejszy wymiar
B najczesciej stosowane w budownictwie
m do ich rozwigzania wykorzystuje sie teorie Kirchhoffa

Teoria Kirchhoffa:
m daje uzasadnione i wystarczajace dla praktyki rezultaty
i doktadnie opisuje konstrukcje ptytowe
(od ptyt cienkich do ptyt Sredniej grubosci)
m cechuje sie niskimi kosztami obliczeniowymi
w porownaniu do teorii wyzszych rzedow
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LWprowadzenie do tematu pracy

Ptyty symetryczne i niesymetryczne

Definicja

Ptyta klasyfikowana jest jako symetryczna, jesli poza symetria
geometryczng, spetnia warunki symetrii wtasciwosci
mechanicznych, obcigzenia zewnetrznego i warunkow
brzegowych. Jezeli ktorykolwiek z tych warunkow nie jest
spetniony, to mamy ptyte niesymetrycznq.
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LModel matematyczny cienkiej ptyty izotropowej

Model matematyczny cienkiej ptyty izotropowej

Model matematyczny ptyty opiera si¢ na:

m definicji makroelementu cienkiej ptyty izotropowe;j
dowolnej konfiguracji

m zatozeniu, ze dowolny kontur ptyty mozna aproksymowac
linig tamana zamknieta

Metoda rozwigzywania zagadnien brzegowych:
m jest metoda analityczno-numeryczna
m rownanie podstawowe rozwigzano analitycznie metoda
rozdzielenia zmiennych
B pozostata czesSc zagadnienia rozwiagzano przy pomocy
procedur numerycznych
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LModel matematyczny cienkiej ptyty izotropowej

Rozwigzanie rownania podstawowego

Stan rownowagi cienkiej ptyty izotropowej opisuje
rownanie rozniczkowe czastkowe czwartego rzedu

292, _ 4
VAW = o (1)

gdzie:
m w(x,,X,) - funkcja ugiecia ptyty
m g(x,, X,) - rozktad obcigzenia na powierzchni gornej ptyty
m D - sztywnosSc ptyty na zginanie
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LModel matematyczny cienkiej ptyty izotropowej

Rozwigzanie rownania podstawowego

Wezmy wyrazenie na ugiecie ptyty w postaci:
w=w, +w, )

gdzie:
m w, - catka ogblna rownania jednorodnego V2V2w = 0
m w, - catka szczegblna rownania niejednorodnego (1)

Rozwigzania w, i w, s3 niezalezne, co pozwala z zadang
doktadnoscia spetnic warunki brzegowe i powierzchniowe.
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Rozwigzanie rownania podstawowego

Catka ogolna szczegolna
Wezty brzegowe powierzchniowe
Warunki  rownowaga reakcji ze-

wnetrznych w weztach
na brzegu ptyty

rownowaga reakcji we-
wnetrznych i obcigzenia
przytozonego w weztach
na powierzchni ptyty
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Catka ogolna

Catka ogolna ma postac:
Wo(X1 ’ XZ) = Rkpsv ) Wkpsv(x1 , XZ) (3)

gdzie:
m R, _ —dowolne wspotczynniki
stopnie swobody ptyty podstawowej
[ ] Wkpsv(x1,x2) - funkcje ksztattu ugiecia ptyty
nie zaleza bezposrednio od jej konfiguracji

mkR=1..,K p=1,.,4 s=12, v=1,..,4

kRpsv
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Catka ogolna

Funkcje ksztattu ugiecia ptyty maja postac:

Wkpsv(x1' XZ) = kasv(Xs) ) Tkp(3—s)(X3-s) (4)
gdzie:
[ ] kasv(xs) - funkcje bazowe modelu
] Tkps(xs) - funkcje trygonometryczne
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Catka ogolna

Model symetryczny | Model niesymetryczny
K = Yis = R/, p=1 K - Yis = R/, p=13
s 16,, = (2kR-1)/2a, p=2 fps 16, =(kR-T)T/2a, p=2,4
Typs = €05 Ky X,) r sl x). p=1.2
kps kps 7 kps 1 sin (thS XS), p=34
cosh (Kkp(3—s) xs), V=
Xs o _
B - cosh (Kkp(3_s) xs), = B . - sinh (Kkp(3—s) X), v=2
- XS . - .
kpsv - sinh (Kkp(3_s) X)), v=2 kpsv 1 sinh (Kkp(3—s) xs), v=3
XS _
- cosh (Kkp(3_s) xs), v=4
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Catka ogolna

Poniewaz w modelu matematycznym stosuje sie tylko funkcje
ciagte, n-krotnie rozniczkowalne, to dowolne obcigzenie
zewnetrzne q(x,, X,) (ciagte, dyskretne, skupione),
aproksymujemy ciggta funkcjg obcigzenia Q(x,, X,).
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Catka szczegolna

Wezmy funkcje obciazenia w postaci wielomianu tensorowego:

Q(x,, X,) = AW(x,, %) +A T, (x)+B T onoa(X1:X,)  (5)

mps " mps mnpq - mnpq

gdzie:
m Y(x,,x,) - wielomian algebraiczny czwartego stopnia
] Tmps(xs) - pojedyncze funkcje trygonometryczne
m T (X;,X,)-podwojne funkcje trygonometryczne

mnpq
mm=1,.,M n=1.,N p=1,..,4, g=1,...,4, s=1,2
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Catka szczegolna

Wprowadzone funkcje maja postac:

4 2,2 4
X X5 X X
24a7 4aia; 244,
mnpq(x ) mp‘] (X ) anz( ) (7)
Nieznane wspotczynniki A, Ampst Bmnpg okreslamy z warunkow

spetnianych w oddzielnych punktach (x3, x3) na powierzchni:

Q0Xy, X,)| ot = 06, 5) (8)

Xy=X3
Podobnie do (5) wezmy catke szczegolna r-nia (1):

w,(x,, X,) = AfW¥(x,, x,) + A7 (x,) + B,

mps mps

mnpq mnpq(x1 ! XZ) (9)



Analityczno-numeryczna metoda rozwigzywania ptyt cienkich
LMetoda\ rozwigzywania ptyt cienkich

LModel matematyczny cienkiej ptyty izotropowej

Ugiecie ptyty

Wyrazenie na ugiecie ptyty:
W(X1,X5) = Rpps, Wi (Xq: X5) + W, (X3, X,) (10)

gdzie:
. Wkpsv
m W, (x,,X,) - funkcje obcigzenia ugiecia ptyty

m R, _ - stopnie swobody ptyty podstawowej

(X4, X,) — funkcje ksztattu

kpsv
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Ugiecie ptyty

Catka szczegolna jest SciSle okreSlona, wiec ptyta podstawowa
jest zrownowazona obcigzeniem zewnetrznym Q(x,, X,).

Catka ogolna zawiera stopnie swobody ptyty Repsyr nalezy wiec
jeszcze natozyc¢ na brzeg ptyty wiezy w postaci warunkow
brzegowych.



Analityczno-numeryczna metoda rozwigzywania ptyt cienkich
LMetoda\ rozwigzywania ptyt cienkich
LModel matematyczny cienkiej ptyty izotropowej

Wezty brzegowe

Definicja

Makroelement ptytowy K-tego rzedu to makroelement
uzupetniony weztami brzegowymi w K-tej aproksymacji.

Przy zadanej z gory liczbie K aproksymacji rozwigzania
problemu, ogolna liczba stopni swobody ptyty wynosi:

N=K- P Smax Vinax = K424 (11)

Na brzegu ptyty nalezy wiec natozyc n = 32K wigzow.
Poniewaz w kazdym wezle zapisujemy dwa warunki brzegowe,
to liczba weztow brzegowych musi by¢ rowna i = n/2.

Wezty brzegowe rozmieszczamy na brzegu ptyty rzeczywistej.
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Wezty brzegowe

Generowanie weztow brzegowych poprzez rzutowanie
punktow wyjsciowych na krawedzie

CEUR I S S S (S A S S
T s e e A
I e e e e e R
LS 1P R NN S SRS S S
Ll [ SR N S NN SO MO B
I [ T o VT VT ] T

oo [ N N N N |
SN N N S N S B
iR
—154 & T e
i i i i i i i i
—2.01{ &-——-@ -8 -——-b-———- & - -~ R
4 2 0 2 4

Rysunek: Rzutowanie punktow wyjSciowych na krawedzie ptyty
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Wezty brzegowe

Rozktad weztow brzegowych dla ptyty prostokatne;:

1 import numpy as np
2 import matplotlib.pyplot as plt
3
2.01 o ° o ° ° o ° ° 4 a_l = 4.0
1514 R Z a_2 =2.0
1.0 7 K=2
. ° 8 1=16 * K
051§ o 9 num = np.int64(i / &)
0.0 10
osl® ° 11 p = np.linspace(-a_1, a_1, num)
' . . 12 q = np.linspace(-a_2, a_2, num)
-1.0 13 r = np.full(num, a_1)
_15] e . 1% s = np.full(num, a_2)
15
=207 ® ° b b b b hd ° 16 plt.scatter(p, s, c="blue")

-4 -2 0 2 4 17 plt.scatter(r, g, c="blue")
18 plt.scatter(p, -s, c="blue")
19 plt.scatter(-r, q, c="blue")
20 plt.show()

Rysunek: Wezty brzegowe
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LMetoda\ rozwigzywania ptyt cienkich

LModel matematyczny cienkiej ptyty izotropowej

Wezty powierzchniowe

Catka szczegolna zostata wyrazona przez funkcje obcigzenia
Q(x4, X,), ktora nie jest jeszcze okreSlona, bo nie znamy liczby
weztow powierzchniowych (x}, X3) i ich rozmieszczenia.
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Wezty powierzchniowe

Liczba weztow powierzchniowych musi byc rowna liczbie
nieznanych parametrow wchodzacych do wyrazenia catki
szczegblnej (9):

j=1+4-M+4-N+16-M-N (12)
Dla )

M=N=1; j=1+4+4+16 =25

M=N=2 j=1+8+8+64 =81
itd.

Wezty powierzchniowe rozmieszczamy na powierzchni ptyty
rzeczywistej.
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Wezty powierzchniowe

Dla ptyty prostokatnej przyjmujemy rownomierny rozktad

weztow powierzchniowych.

2.01 ® . . (] . . . . .
154 o . . . . . ° . °
1.04 o o . [} o L] o . L]
0571 @ . . . . . ° . .
0.01 o ° ° ° o ° ° ° °
—-0.51 ® . . . . . ° . .
-1.04 o o . L] o L] o . L]
—-1.571 ® . . . . . ° . .
—2.0{ ® . . . . . . . .
—4 -2 6 2 4

Rysunek: Wezty powierzchniowe

NV WN

oo
O Or @0 20 v

17

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
a_l = 4.0

a_2 =2.0

M=N-=2
J=16*M*N+4*M+4*N+1
num = np.int64(np.sqrt(j))

p = np.linspace(-a_1, a_1, num)
q = np.linspace(-a_2, a_2, num)
P, Q = np.meshgrid(p, q)
plt.scatter(P, Q, c="red")
plt.show()
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Wezty powierzchniowe

Dla ptyty trojkatnej przyjmujemy rozktad weztow
powierzchniowych jako ciag arytmetyczny o roznicy 2.

31 ° a,; =1
.o
cocee a,=a,+2=3
2 ecccces ay=a,+2=5 .
eocecccce 1 1mport numpy as np
seccccccece O, =.. 2 import matplotlib.pyplot as plt
14 3 import ezdxf
4
5 doc = ezdxf.readfile("triangle.dxf")
0 eeceesceccscccssccsse 6 msp = doc.modelspace()
eeeeccscccccssscccesces 7
cecececsceccccccccccscene 8 pts = msp.query('POINT[layer=="0"1")
14 cececcccscececccececescccce 9
eecececccscecccsccccccscoccce . .
ceccccccccscececccccecescccccne 10 x = [p.dxf.location.x for p in pts]
sececcecescscesceccecessncescesce 11 y = [p.dxf.location.y for p in pts]
-2 esecsecscsecsecsccsccecssssesscsece 12
13 plt.scatter(x, y, s=5, c='red')
—3 ] sesesecsasececessascsacscscsncacacansanae 14 plt.axis('scaled')
15 plt.show()

-3 -2 -1 0 1 2 3
Rysunek: Ptyta trojkatna
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LMetoda\ rozwigzywania ptyt cienkich

L Model matematyczny cienkiej ptyty izotropowe;j

Wezty powierzchniowe

3 -

, Ogolny wzor ciagu:

L a,=a,;+(n-1r, r=2

N Suma skoficzonego ciagu:
-1 Sn=a1+az+---+an=
21 e eervaaeaaa = Mn =

rentesenssseensnsesantsesntesenntnnes 2
-3 :0lonoo‘oo00000‘0-0.00:.ooooo‘olooooo‘oooool: _ 201 + (n - 1)r
-3 -2 -1 0 1 2 3 S S n

Rysunek: Ptyta trojkatna
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Metoda rozwigzywania

[Model geometrycznyj

N

[Metoda rozwiqzywania] [Program komputerowy]—»[Wyniki]

~,

[Model obliczeniowy]
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Model geometryczny

Model geometryczny to konfiguracja weztow stacjonarnych,
brzegowych i powierzchniowych wybrana tak, aby jak
najdoktadniej odzwierciedlata rzeczywista konstrukcje,

tj. ksztatt ptyty, warunki brzegowe, przytozone do ptyty
obciazenia i deformacje ptyty wywotang ich wptywem.
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Model obliczeniowy

Model obliczeniowy opiera si¢ na Scistym rozwigzaniu
rownania rownowagi.
Zawiera:

m funkcje stanu wielkoSci statycznych i kinematycznych
m makroelement ptytowy o wymiarach 2a, x 2a,
m state sprezyste materiatu ptyty
m parametry obcigzenia ptyty
Obejmuje:
m sposob generowania weztow
m definiowanie warunkoéw brzegowych i powierzchniowych
m budowe i rozwiazanie uktadu rownan algebraicznych
m obliczanie wartosci poszukiwanych wielkosci



Analityczno-numeryczna metoda rozwigzywania ptyt cienkich
LMetoda\ rozwigzywania ptyt cienkich
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Metoda analityczno-numeryczna

Metoda rozwigzywania zostata zaimplementowana

w autorskim programie komputerowym, ktory automatyzuje
proces tworzenia modelu geometrycznego i obliczeniowego,
rozwiazuje zagadnienie i zwraca rezultaty w postaci wykresow
przestrzennych, konturowych i przekrojowych.

Metoda opiera sie na modelu continuum materialnego, co
automatycznie zapewnia ciggtosc przemieszczen i naprezen
w catym obszarze ptyty. Nie ma potrzeby dyskretyzacji
konstrukcji na oddzielne elementy skonczone oraz ich
agregacji w catosc, wobec czego liczba operacji
obliczeniowych jest mniejsza niz w metodach numerycznych.
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Metoda analityczno-numeryczna

Istota metody polega na:
m Okresleniu konfiguracji ptyty wtaczonej w obszar
makroelementu przez wspotrzedne jej wierzchotkow
i wprowadzeniu do modelu obliczeniowego

m OkresSleniu catki szczegolnej niejednorodnego rownania
rownowagi tak, zeby reakcje wewnetrzne ptyty w kazdym
wezle powierzchniowym rownowazyty obciazenie
przytozone w tym wezle

m Zbudowaniu uktadu rownan brzegowych tak, zeby
w kazdym wezle na brzegu ptyty funkcje stanu spetniaty
warunki brzegowe
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Metoda analityczno-numeryczna

m Opiera sie na doktadnym rozwigzaniu rownania
rownowagi, ktorego rozwiazanie jest nastepnie
podstawiane do zdefiniowanych uprzednio funkcji stanu

m Pozwala niezaleznie spetnic statyczne, kinematyczne
i mieszane warunki brzegowe w oddzielnych weztach
brzegowych, ktorych liczba zawsze odpowiada liczbie
stopni swobody ptyty

m Wyroznia sie mozliwoscia okresSlenia obciazenia jako
funkcji dwoch zmiennych, prostym podejsciem do
rozwigzania konstrukgji, wieksza doktadnoscia
i efektywnoscia rozwigzania w porownaniu z metodami
numerycznymi, a takze bezsiatkowym podejsciem do
rozwiazania problemu
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LMetoda\ rozwigzywania ptyt cienkich

L Model obliczeniowy cienkiej ptyty izotropowej

Funkcje stanu

Ogolne wyrazenie na ugiecie ptyty ma postac

w(x,, x,) = R (X3, X,) + W, (X4, X,) (13)

kpsv kpsv
Wyrazenie to nazywamy funkcjg stanu ugiecia.

Zaznaczmy, ze wyrazenie (13) zadane jest w obszarze ptyty
podstawowej i poprawnie okreslone dla ptyty rzeczywistej
dowolnej konfiguracji wtaczonej w makroelement.
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LMetoda\ rozwigzywania ptyt cienkich

L Model obliczeniowy cienkiej ptyty izotropowej

Funkcje stanu

W celu zdefiniowania warunkow brzegowych zastosowano
nastepujacy stownik warunkow brzegowych na funkcje stanu
wprowadzone w modelu:

w-W, ¢, -U @,->V, M,=>X M,->Y,

14
M,->2 Q-G Q-H V,-K V,->L (14)
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LMetoda\ rozwigzywania ptyt cienkich
L Model obliczeniowy cienkiej ptyty izotropowej

Funkcje stanu

Niech F oznacza jedna z funkgji
F=(U,V,X,Y,Z,G,H,K,L) (15)
Dowolna funkcje stanu mozemy podac w postaci

F(x;1X,) = R (X1, X,) + F(X;, X,) (16)

kpsv kpsv

Otrzymujemy jg z wyrazenia W(x,, X,) przy pomocy
rozniczkowania automatycznego.

Funkcje stanu okreslaja warunki rownowagi sit wewnetrznych
i wiezow natozonych na brzeg ptyty.
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LMetoda\ rozwigzywania ptyt cienkich

L Model obliczeniowy cienkiej ptyty izotropowej

Funkcje stanu

W kazdym punkcie krawedzi spetniamy dwa warunki
brzegowe, ktore zapisujemy w postaci macierzowej w formie
blokow B; wartosci funkcji stanu w weztach brzegowych.
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LMetoda\ rozwigzywania ptyt cienkich

L Model obliczeniowy cienkiej ptyty izotropowej

Uktad rownan

Bloki te sg sktadane w pionie (wedtug wierszy) tworzac
macierz rozszerzong uktadu réwnan liniowych M= A | b ].

N =

B,, B,

1l
DWW WOw
T ™)

Ostateczne rozwigzanie uzyskuje sie z uktadu AR = -b.
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LMetoda\ rozwigzywania ptyt cienkich

leplementacja modelu (program komputerowy)

Wybor jezyka programowania

Model obliczeniowy zaimplementowano
w wieloparadygmatowym jezyku programowania Python.

Modut Paradygmat Zatozenia

geometryczny  obiektowy hermetyzacja; polimorfizm;
dziedziczenie

obliczeniowy  funkcyjny domkniecia; funkcje wyz-
szego rzedu; funkcje pierw-
szoklasowe

Do obliczen wykorzystano pakiety NumPy i Autograd.
Wykresy opracowano przy pomocy biblioteki Matplotlib.
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leplementacja modelu (program komputerowy)

Funkcje jako domkniecia

1 def T(k, p, s):

2 def fn(x_1, x_2):

3 match p:

4 case 1 | 2:

5 return cos(kappa(k, p, s) * x(s)(x_1, x_2))
6 case 3 | 4:

7 return sin(kappa(k, p, s) * x(s)(x_1, x_2))
8 return fn

9

0

11 def B(k, p, s, ni):

12 def fn(x_1, x_2):

13 match ni:

14 case 1:

15 return cosh(kappa(k, p, 3 - s) * x(s)(x_1,x_2))

16 case 2:

17 return (x(s)(x_1,x_2)/a(s)) * (sinh(kappa(k,p,3-s) * x(s)(x_1,x_2)))
18 case 3:

19 return sinh(kappa(k, p, 3 - s) * x(s)(x_1,x_2))

20 case 4:

21 return (x(s)(x_1,x_2)/a(s)) * (cosh(kappa(k,p,3-s) * x(s)(x_1,x_2)))

22 return fn
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L Implementacja modelu (program komputerowy)

Funkcje ksztattu i funkcje obcigzeniowe

1 def w(k, p, s, ni):

2 def fn(x_1, x_2):

3 return B(k, p, s, ni)(x_1, x_2) * T(k, p, 3 - s)(x_1, x_2)
4 return fn

5

6

7 def shape_functions(K):

8 result = []

9 for k in range(1, K + 1):
10 for p in range(1, 5):

1 for s in range(1, 3):

12 for ni in range(1, 5):

13 result.append(W(k, p, s, ni))
14 return result

1 W_g = shape_functions(K)

2 W_p = force_functions(M, N)

3

4 W = final(W_g, W_p)
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LMetoda\ rozwigzywania ptyt cienkich

leplementacja modelu (program komputerowy)

Automatyczne rozniczkowanie

1 def M_11(w):
2 def fn(x_1, x_2):
2 2 3 return -D * (
ow o‘w 4 grad(grad(w, 0), 0)(x_1, x_2)
M11 =-D 3 5 +Va 3 5 + nu * grad(grad(w, 1), 1)(x_1, x_2)
X X 6 )
1 2 7 return fn
8
9 def M_22(w):
2 5 10 def fn(x_1, x_2):
o‘w o‘w il return -D * (
M22 =-D _2 + V_2 12 grad(grad(w, 1), 1)(x_1, x_2)
6X2 6X1 13 + nu * grad(grad(w, 0), 0)(x_1, x_2)
14 )
15 return fn
16
62 17 def M_12(w):
w 18 def fn(x_1, x_2):
M., = _D(1 - V) ~. ~. 19 retu;n’( h
12 aX.IOX2 20 -D
21 * (1 - nu)
22 * grad(grad(w, 0), 1)(x_1, x_2)
23 )

24 return fn
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L Implementacja modelu (program komputerowy)

Rozwigzanie liniowego uktadu rownan

1 def Block(fs, pts):

2 x = pts[:,0]

3 y = pts[:,1]

4 m = x.size

5 n = len(fs)

6 block = np.zeros((m, n))

7 for i1 in range(n):

8 block[:,i] = fs[il(x, y)
9 return block

1 # Augmented matrix

2 M = np.vstack(blocks)

3

4 # Coefficient matrix

5 A=M:, :-1]

6

7 # Column vector of constant terms
8 b =M[:, -1]

9

10 # Solve a linear matrix equation

el

= np.linalg.solve(A, -b)
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LMetoda\ rozwigzywania ptyt cienkich

leplementacja modelu (program komputerowy)

Implementacja modelu

Wartos¢ poszukiwanej wielkoSci w punkcie (x,, x,) wynosi
F(X10X5) = f1(X00 X0) Ry + fo(Xy, X, ) Ry + -+ f (X4, %) R, (17)
Wyrazenie to zapisujemy w postaci macierzowej
F=AR, (18)
gdzie A; = [f1(X;, X,), Fo(Xg, Xp)s ooy Fin (X3, X,)]

Funkcje fi(x,, x,), i = 1,..,m moga przyjmowac argumenty
w postaci macierzy X,, X, o wymiarach j x k:

Fic = A R; (19)
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leplementacja modelu (program komputerowy)

Konwencja sumacyjna Einsteina

Stosujemy tu konwencje sumacyjng Einsteina
F = np.einsum('ijk,i—>jk', A, R)

Pierwszy argument tej funkcji okresla tancuch indeksow, jako
rozdzielona przecinkami liste etykiet indeksow dolnych, gdzie
kazda etykieta odnosi sie do wymiaru odpowiedniego
operandu (czyli kolejnych argumentow tej funkcji).

Ilekroc etykieta powtarza sie, dokonujemy sumowana.

W trybie jawnym, ktory jest tu stosowany, mozna okreslic
wyjsciowe etykiety z indeksem dolnym przy pomocy
identyfikatora —.
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LMetoda\ rozwigzywania ptyt cienkich

leplementacja modelu (program komputerowy)

Konwencja sumacyjna Einsteina

i
/ f(‘( rxz)
fllx. x )
F{Xgs %,
] —>
R
- k
k
Ak R; Fi

Rysunek: Zasada dziatania funkcji einsum
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LWyniki i analiza rezultatow

L Przyktad. Ptyta trojkatna

Przyktady

Efektywnosc opracowanej metody zilustrowano na licznych
przyktadach ptyt o roznych konfiguracjach i warunkach
brzegowych, jednorodnych pod wzgledem wtasciwosci
materiatowych.

Ptyty dzielimy na trzy grupy:
jednokierunkowo symetryczne
dwukierunkowo symetryczne
niesymetryczne
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LWyniki i analiza rezultatow

L Przyktad. Ptyta trojkatna

Przyktady

Krawedzie ptyty ponumerowane zgodnie z ruchem wskazowek
zegara oznaczmy symbolami:

m S - krawedz swobodnie podparta (simply supported)
m C - krawedz zamocowana (clamped)
m F - krawedz swobodna (free)

Odpowiadajgce im warunki brzegowe:
mES-w,M
mC-w0p
mF-MYV
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LWyniki i analiza rezultatow

L Przyktad. Ptyta trojkatna

Ptyta SSS w ksztatcie trojkata rownobocznego

Rysunek: Schemat ptyty trojkatnej

Parametry geometryczne:
a=6m, h=02m
State sprezyste:
E=30x10°Pa, v=0.2
Obciazenie rownomierne:

g = 10 kPa
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LWyniki i analiza rezultatow

L Przyktad. Ptyta trojkatna

Podsumowanie

Tabela: Liczba weztow ptyty trojkatnej

Wezty Aproksymacja Liczba
brzegowe K=7 112
powierzchniowe M=N=5 441

RAZEM 553
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LWyniki i analiza rezultatow

L Przyktad. Ptyta trojkatna

Ptyta SSS w ksztatcie trojkata rownobocznego

Rysunek: Wezty brzegowe Rysunek: Wezty powierzchniowe
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LWyniki i analiza rezultatow

L Przyktad. Ptyta trojkatna

Ptyta SSS w ksztatcie trojkata rownobocznego

0.0006244
0.0005551
0.0004857
0.0004163
0.0003469
0.0002775
0.0002081
0.0001388
0.0000694
0.0000000

Rysunek: Przestrzenny wykres ugiecia ptyty trojkatnej rownobocznej
swobodnie podpartej na konturze
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LWyniki i analiza rezultatow

L Przyktad. Ptyta trojkatna

Ptyta SSS w ksztatcie trojkata rownobocznego

8668
7242
5817
4392
2967
1541
116
—-1309
—2735
—4160

Rysunek: Przestrzenny wykres momentow zginajgcych M, , ptyty
trojkatnej rownobocznej swobodnie podpartej na konturze
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L Przyktad. Ptyta trojkatna

Ptyta SSS w ksztatcie trojkata rownobocznego

Rysunek: Przestrzenny wykres momentow zginajgcych M,, ptyty
trojkatnej rownobocznej swobodnie podpartej na konturze
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L Przyktad. Ptyta trojkatna

Ptyta SSS w ksztatcie trojkata rownobocznego

0.00064 0.00060
34
0.00056
0.00045
0.00048 2
0.00040 1 0.00030
0.00032
<0 X0 0.00015
0.00024
- 0.00016 - 0.00000
2 0.00008 24
—0.00015
0.00000
-3 -3
—0.00008 T T T T T —0.00030
-2 -1 o 1 2 3 a -2 -1 o 1 2 3 a
X1 X1
(a) Funkcja w (b) Funkcja o,

Rysunek: Wyniki 2D dla ptyty trojkatnej rownobocznej
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L Wyniki i analiza rezultatow

L Przyktad. Ptyta trojkatna

Ptyta SSS w ksztatcie trojkata rownobocznego

X2

0.00060
3
0.00045
2
N 0.00030
1
0.00015 b
0.00000 x 0
~0.00015 -1 _
—0.00030
> -2
—0.00045
-3
—0.00060
-2 -1 o 1 2 3 4 -2 -1 1) 1 2 3 4
X1 X1
(a) Funkcja ¢, (b) Funkcja M.,

Rysunek: Wyniki 2D dla ptyty trojkatnej rownobocznej
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LWyniki i analiza rezultatow

L Przyktad. Ptyta trojkatna

Ptyta SSS w ksztatcie trojkata rownobocznego

9000

7500

6000

4500

<0 . 3000 <0
1 1500 1
0
-2 -2
—-1500
_3 -3
—3000
-2 -1 o 1 2 3 a4 -2 -1 o 1 2 3 4
X1 X1
(a) Funkcja M,, (b) Funkcja M.,

Rysunek: Wyniki 2D dla ptyty trojkatnej rownobocznej
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L Przyktad. Ptyta trojkatna

Ptyta SSS w ksztatcie trojkata rownobocznego

12000

16000 16000
3 3
12000
2 2
8000
8000 \

1 1 4000
4000
<0 <0 0
0
= = -4000

~4000 /
-8000
-2 -2

-8000

~12000
- - I[
L -12000 ~16000

(a) Funkcja Q, (b) Funkcja Q,

Rysunek: Wyniki 2D dla ptyty trojkatnej rownobocznej
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L Przyktad. Ptyta trojkatna

Ptyta SSS w ksztatcie trojkata rownobocznego

20000 20000
3 3

16000 15000
2 2

12000 10000

\ 8000 5000
4000

—4000 / —10000
—8000 —15000

- [ - [
~12000 ~20000

X2
°
S

(a) Funkcja v, (b) Funkcja v,

Rysunek: Wyniki 2D dla ptyty trojkatnej rownobocznej
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L Poréwnanie wynikow z rozwigzaniem Timoszenki

Rozwigzanie Timoszenki

Rozwiazanie zawarte w monografii ,Teoria ptyt i powtok”
S. Timoszenko i S. Woinowsky-Krieger.

Rownanie powierzchni odksztatconej ptyty trojkatnej
rownobocznej rownomiernie obcigzone;j:

Momenty zginajace w Srodku ptyty:

2
qga
M =M, =(1+v)

54 @)
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L Poréwnanie wynikow z rozwigzaniem Timoszenki

Porownanie wynikow

Tabela: WartoSci ugiecia i momentow zginajacych w Srodku ptyty
trojkatnej rownobocznej o zadanych parametrach

F-cja Jedn. Timoszenko Makroelement RE

w m 0.0064 0.0063 1.59%
M, Nm/m 8000.00 8089.72 1.11%
M Nm/m 8000.00 7658.89 4.45%

y
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LPodsumowanie

Oryginalne elementy pracy

Model matematyczny i obliczeniowy konstrukcji ptytowej

Nowa, analityczno-numeryczna metoda rozwigzywania
cienkich, wielokatnych ptyt izotropowych

Autorski program komputerowy do rozwigzywania
konstrukcji ptytowych

Zastosowanie automatycznego rézniczkowania

Sposob tworzenia weztow brzegowych
i powierzchniowych

A Przyktady rozwigzan i analiza wynikow numerycznych
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LPodsumowanie

Zalety metody

tatwos¢ modelowania i rozwigzywania konstrukgji
ptytowych
Bezsiatkowe podejScie do rozwigzania problemu
Mozliwosc spetnienia statycznych, kinematycznych
i mieszanych warunkow brzegowych
Wysoka efektywnosc obliczen i doktadnosc rozwigzania

Znacznie mniejsza liczba operacji komputerowych
i obliczeniowych dla modelowania konstrukcji ptytowych,
niz w metodach numerycznych

B Mozliwosc okreslenia obciazenia jako funkcji dwoch
zmiennych
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LPodsumowanie

Wady metody

Wymaga ulepszenia dla rozwigzywania ptyt ograniczonych
wieloma konturami

Jak kazda metoda daje dobre wyniki dla ptyt regularnych.
Rozwigzania ptyt nieregularnych otrzymuje sie z mniejsza
doktadnoscia



Dziekuje za uwage
P

Wesotych Swiat
Szczesliwego Nowego Roku
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